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Grundregeln

e Die Bearbeitungszeit der Klausur betriagt 120 Minuten.

e Sie schreiben diese Klausur vorbehaltlich der Erfiillung der Zulassungs-
voraussetzung. Das heifst: Wir werden Thre Zulassung vor Korrektur priifen; die
Tatsache, dass Sie die Klausur mitschreiben, bedeutet keine implizite Zulassung.

e Es sind keine Unterlagen und auch keine anderen Hilfsmittel erlaubt.

e Benutzen Sie nur dokumentenechten (blauen oder zur Not schwarzen) Kugelschreiber!
Bleistiftlosungen werden nicht gewertet!

e Es zdhlt die Antwort, die sich im dafiir vorgesehenen Késtchen befindet! Soll eine andere
Antwort gewertet werden, so ist diese eindeutig zu kennzeichnen!

e Jegliches Schummeln, und auch der Versuch desselben, fithrt zum Ausschluss von der
Klausur und einer Bewertung mit 5,0.

Wird vom Korrektor/Prufer ausgefullt

Aufgabe 1 2 3 4 5 6 7 )
Punkte (max) 8 8 | 10| 6 | 18 | 10 | 12 72
Punkte
(erreicht)

Punkte 0..35 36..37 38..39 40.41 42..44 45.47 48.50 51..53 54..57 58..60 61..72

Note 5,0 4,0 3,7 3,3 3,0 2,7 2,3 2,0 1,7 1,3 1,0

Note:
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Aufgabe 1: Information — Caesar Verschiebung (8 Punkte)
Sei ¥ = {0q,...,0,_1} ein Alphabet, in dem jedes Symbol einen Index hat. Bei der Caesar Ver-
schiebung V(0;) = 0(—1) mod n Wird jedes Symbol durch sein (zyklisches) Vorgéngersymbol im
Alphabet ersetzt. Fiir eine Quelle (X, p) ist (X, pY) die gleiche Quelle, aber jedes urspriingliche
Symbol ist mit der Caesar Verschiebung V' verschliisselt.

Beispiel: Betrachte das (natiirlich sortierte) Alphabet der Kleinbuchstaben ¥ = {a, b, c,...,z}.
Dann ist V(z) =y und V(a) = z.
(a) Erwarteter Informationsgewinn (4 Punkte)

Zeigen Sie mathematisch, dass fiir die Quellen (2, p) und (X, p¥) der erwartete Informa-
tionsgewinn gleich ist.

(b) Préfixcode (4 Punkte)

Sei C ein optimaler Prifixcode fiir die Quelle (X, p). Zeigen Sie mithilfe eines Beispiels,
dass C fiir die Quelle (X, p¥) nicht notwendigerweise optimal ist.
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Aufgabe 2: Umwandlung NDEA — DEA (8 Punkte)

Wandeln Sie den folgenden nichtdeterministischen endlichen Automaten — geméfs dem Vorgehen
aus der Vorlesung — in einen deterministischen endlichen Automaten um.

d
start —( Zs >@
c o W
Y Jd m °/ re
c m

&) (&)

ETHIK, SoSe 2025 HT, Tarjan/Claude Blatt 3 von 12



Aufgabe 3: Rechnende Turingmaschine — Add Two Brute (10 Punkte)

Sei S(u) = vl#/slTrmod5 gine vereinfachte romische Schreibweise einer Zahl y € N.
Sei Q(u) € {0,1,2,3,4}" die Darstellung einer Zahl im Quinérsystem (also zur Basis 5).

Beispiel: Fiir pp = 17 ist S(p) = VVVII und Q(p) = 32.

w—~+2 falls @ ein Vielfaches von 5 ist,

Gegeben die Funktion f(u) := {
undef sonst.

Geben Sie eine Turingmaschine mit hochstens 10 Zustédnden an, die aus der Eingabe S(pu), fir
p € N, die Ausgabe Q(f(p)) berechnet. (Lisungen mit mehr als 12 Zustdnden geben 0 Punkte.)
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Aufgabe 4: Co-Semi-Entscheidbarkeit (6 Punkte)

Eine rechnende Turingmaschine 7 mit einer Eingabe w heiftt brennend, wenn T fiir w mit der
Ausgabe ,feuer terminiert.

NERO
Gegeben: Rechnende Turingmaschine 7.
Gefragt: Ist 7 mit keiner Eingabe brennend?

Ist NERO co-semi-entscheidbar? Begriinden Sie (ggf. mit Pseudocode).
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Aufgabe 5: NP-Vollstandigkeit (18 Punkte)

(a) Liickentext: Vervollstdndigen Sie. (6 Punkte)

Eine Reduktion von auf ist eine Funktion f,

die eine A-Instanz f(I) aus einer beliebigen B-Instanz I erzeugt, sodass gilt:

f(I) ist eine Nein-Instanz I ist eine -Instanz.

Seien V € P und X NP-schwer. Da in NP liegt, existiert dann eine
Reduktion von auf . Falls

eine solche Reduktion auch in die umgekehrte Richtung existiert, ist P NP.

Unabhéngig vom letzten Satz: Wenn X ¢ NPC, dann ist X nicht

(b) Reduktion (12 Punkte)

Wie Sie wissen, wurde Rom nicht an einem Tag erbaut:

Problem: ROMBAUZEIT

Gegeben: Ein Tagesgesamtaufwand g € N, eine Tagesanzahl ¢ € N und eine Mul-
timenge von Bauwerken {(wq, h1), ..., (wn, hy)}: ein Bauwerk (w;, h;) bendtigt Auf-
wand w; € N und soll auf Hiigel h; € {1,2,...,7} errichtet werden.

Gefragt: Mehrere Bauwerke kénnen gleichzeitig auf dem gleichen Hiigel gebaut wer-
den. Ist es moglich, die Bauwerke an ¢t Tagen zu bauen, sodass
(a) an jedem Tag mindestens ein Bauwerk gebaut wird,
(b) an jedem Tag der Tagesgesamtaufwand g nicht iiberschritten wird,
(c) jedes Bauwerk an genau einem Tag gebaut wird und
(d) auf keinem Hiigel an zwei Tagen hintereinander gebaut wird?

Sie sollen im Folgenden zeigen, dass ROMBAUZEIT NP-schwer ist. Definieren Sie hierfiir
SUBSETSUM, PARTITION, BINPACKING oder 3SAT.

Name:

Gegeben:

Gefragt:
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Zeigen Sie nun mit Hilfe dieses Problems, dass ROMBAUZEIT NP-schwer ist.
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Aufgabe 6: Fixed Parameter Tractibility (10 Punkte)

(a) Problemarten (4 Punkte)

Ein Pfad P in einem Graphen ist rémisch, wenn es einen Knoten r gibt, der zu jedem
Knoten von P eine Kante hat. Betrachten Sie folgendes Optimierungsproblem:

MAXROMPATH
Gegeben: Ungerichteter Graph G.
Gesucht: Langster romischer Pfad in G.

Geben Sie das zugehdrige Entscheidungsproblem an:

Geben Sie das Co-Problem zu dem Problem Threr obigen Antwort an:

Geben Sie das FPT-Problem zu MAXROMPATH mit Zielfunktionsparametrisierung an:
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(b) Rom brennt! (6 Punkte)

Nachdem Nero Rom abgefackelt hat, soll besser erkannt werden kénnen, ob Rom brennt.
Deswegen sollen a Freiwillige so auf Strafen positioniert werden, dass egal in welcher
Strafe ein Feuer ausbricht, immer eine Freiwillige hochstens eine Strafe weit entfernt ist
und Alarm auslésen kann. In Rom treffen sich an jeder Kreuzung hochstens fiinf Strafen.

Als Graphproblem modelliert haben wir:

FEUERALARM
Gegeben: Ungerichteter Graph G mit Maximalgrad fiinf, natiirliche Zahl a € N

Gefragt: Existiert eine Kanten-Teilmenge F° C FE mit |[F| < a, sodass
fir jede Kante {u,v} € FE eine benachbarte Kante in F existiert, d.h.
V{u,v} € E: Jw e V: {u,w} € FV{v,w} e F

Zeigen Sie: FEUERALARM ist in FPT in Bezug auf a.

Hinweis: Sowohl Kernelization als auch ein tiefenbeschréankter Suchbaum sind gut mach-
bar, aber eines davon ist mit weniger Schreibaufwand verbunden.
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Aufgabe 7: Randomisierte Algorithmen (12 Punkte)

(a) Definitionen (6 Punkte)
Vervollstandigen Sie die folgenden Definitionen.

ZPP enthilt alle Entscheidungsprobleme, fiir die ein Las-Vegas-Algorithmus mit
{ ] im Worst Case

" Jim Erwartungswert } polynomieller Laufzeit existiert, der

RP enthélt alle Entscheidungsprobleme, fiir die ein Monte-Carlo-Algorithmus mit
. ]im Worst Case ) ) .
{ " ]im Erwartungswert } polynomieller Laufzeit existiert, der
Ja-Instanzen mit Wahrscheinlichkeit { E; é %z (%) } und
Nein-Instanzen mit Wahrscheinlichkeit { LI=1 []=0 } korrekt beantwortet
(>3 <3 '
| mit dem Gegenteil
Falls er nicht korrekt antwortet, antwortet er { ], keine Ahnung* }
|| gar nicht
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(b) Lex Benfordus (6 Punkte)

Der notorische Steuerbetriiger Brutus verdient sein Geld damit, fiir Unternehmen Berichte
so zu verandern, dass diese weniger Steuern zahlen miissen. Von ihm verénderte Berichte
lassen sich daran erkennen, dass mindestens die Hélfte der vorkommenden Zahlen mit
der Ziffernfolge ,,153" beginnen. In nicht von ihm verédnderten Berichten, ist dies nur bei
hochstens 3/1000 der vorkommenden Zahlen der Fall. Aus Datenschutzgriinden kann der
Steuerpriifer Benfordus immer nur eine zufillige Zahl eines Berichtes anfordern (das aber
auch mehrfach unabhéngig fiir den selben Bericht).

Benfordus moéchte mit & € N solcher Anfragen mit einer Fehlerwahrscheinlichkeit < 1/7
fiir einen Bericht entscheiden, ob dieser von Brutus verdndert wurde. Wie kann er dies
erreichen, sodass k£ konstant und moglichst klein ist?

Hinwerse:

Es ist nicht hilfreich zu priifen, ob > k/2 der abgefragten Zahlen mit ,,153" beginnen.
Denken Sie zunéchst iiber die Wahrscheinlichkeiten fiir £ = 1 nach.

Die Fehlerw’keit muss fiir verédnderte und auch fiir unveranderte Berichte gelten.
Vielleicht hilft: Fiir eine Wahrscheinlichkeit 0 < p < 1 gilt (1 — p)* > 1 — pk.
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Notizen:

Tt Epiy /
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