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Aufgabe 1: Informationstheorie (12 Punkte)

(a) Quelle konstruieren (6 Punkte)

Entscheiden Sie fiir die folgenden Alphabete ¥, ob eine Quelle (X, p) existiert, sodass
jeder endliche Informationsgewinn Z(p, ), o € 3, ganzzahlig ist.

()2 ={a}, (i) S={abd}), (iii) T = {a,b c}.

Falls ja, geben Sie die Wahrscheinlichkeiten und Informationsgewinne der jeweiligen Sym-
bole an. Falls nein, begriinden Sie kurz.

(b) Prifix-Code (6 Punkte)

Konstruieren Sie einen Huffman-Code C fiir die in der Tabelle angegebene Quelle (X, p).
Geben Sie sowohl den finalen Baum als auch die Codewdrter der einzelnen Symbole an.

(S

Aufgabe 2: Umwandlung RegEx — NDEA (8 Punkte)

Wandeln Sie den folgenden reguldren Ausdruck — geméf dem Vorgehen aus der Vorlesung — in
einen nichtdeterministischen endlichen Automaten um.

at(b|ba)*

Aufgabe 3: Pumping Lemma (10 Punkte)

(a) Zerlegung (2 Punkte)

Sei L eine reguldre Sprache. Nehmen Sie an, dass es ein Wort w € L gibt, sodass fiir w
keine Zerlegung geméaft des Pumping Lemmas existiert.

Warum ist das kein Widerspruch zur Regularitat von L7

(b) Anwendung (8 Punkte)
Sei L = {ba'bia* | i = (j—2)-(k+2), j > 2, k > 2.

Zeigen Sie mithilfe des Pumping Lemmas, dass L nicht regulér ist.
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Aufgabe 4: Turingmaschinen (10 Punkte)

Wir erweitern die TM-Notation aus der Vorlesung um eine neue Beschriftungsmoglichkeit
fiir Ubergéinge. Seien 01,09,03 € I' und D € {L,R}. Das Verhalten einer TM bei einem
Ubergang mit Beschriftung ,,01 /04, [D, 03] wird folgendermafen definiert (wobei die ersten
beiden Punkte identisch zum Verhalten eines Ubergangs mit Beschriftung ,,; /o5, D sind):

e Der Ubergang kann dann genommen werden, wenn die aktuelle Zelle oy enthilt.
e Der Inhalt der aktuellen Zelle wird mit dem Symbol o5 iiberschrieben.

e Anschliefend bewegt sich der Schreib-Lese-Kopf so lange in Richtung D, wie er nicht
auf eine Zelle mit Symbol o3 trifft. (Er hélt also vor der Zelle mit Symbol o3.) Enthélt
das Band in Richtung D kein o3, gelangt die TM in eine Endlosschleife.

Beuspiel: a/b,R Nach Ausfithrung auf der Eingabe aaab enthélt
+ 8 b/c, L, o das Band das Wort bbbc und der Schreib-Lese-
fam@ — g Kopf befindet sich auf dem ersten b von links.

(a) Rechnende Turingmaschine (4 Punkte)

Fiir o € N sei

undef, sonst.

fla) = {a/Q, falls &« mod 2 = 0,

Erstellen Sie, unter Zuhilfenahme der erweiterten Beschriftungsmoglichkeit, eine Turing-
maschine mit maximal 3 Zustinden, die f berechnet. Die Eingabe liegt dabei binér
kodiert vor, die Ausgabe soll ebenfalls in Bindrkodierung erfolgen.

(b) Akzeptierende Turingmaschine (6 Punkte)
Sei L= {ad’ | i >0} U {a'b* | i > 0}.
Erstellen Sie, wieder unter Zuhilfenahme der erweiterten Beschriftungsmoglichkeit, eine
(nichtdeterministische) TM mit maximal 7 Zustinden, die genau L akzeptiert.

Aufgabe 5: Turing-Vollstandigkeit (12 Punkte)

Betrachten Sie die neue Beschriftungsmoglichkeit fiir Turingmaschinen aus Aufgabe 4. Eine
um diese Art von Ubergingen erweiterte rechnende TM nennen wir springende Turingmaschine.

(a) Beweis (6 Punkte)

Zeigen Sie, dass springende TMn nicht méchtiger sind als rechnende TMn.

(b) Busy Bee (6 Punkte)

Eine springende TM mit n Zustédnden und |I'| = 2, die bei einem anfangs leeren Band die
maximale Anzahl an Zustandsiibergdngen ausfithrt und hélt, heifst n-Busy Bee.

Sei B(n) die Anzahl der Zustandsiibergénge einer n-Busy Bee. Zeigen Sie, dass B(n)
nicht berechenbar ist. Sie diirfen (ohne Beweis) annehmen, dass das Halteproblem fiir
springende TMn unentscheidbar ist.

Achtung: Eine rechnende TM mit n Zustdnden lasst sich als springende TM mit i. A.
weniger Zustanden simulieren.
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Aufgabe 6: Berechenbarkeit und Entscheidbarkeit (12 Punkte)

(a) Berechenbarkeit (6 Punkte)
Sei g: N — {0, 1} eine berechenbare Funktion, gegeben durch

1, falls p eine Primzahl ist;
9(p) =

0, sonst.

Eine TM, die bei Eingabe einer natiirlichen Zahl die Funktion g berechnet, heifst g-TM.
Begriinden Sie fiir die folgende Funktion f (mit Eingabe 2 € N), ob sie berechenbar ist:

f() = 0, falls = die Kodierung W(.A) einer g-TM A ist, die bei Eingabe x halt;
" | undef , sonst.
(b) Co-Semi-Entscheidbarkeit (6 Punkte)

Eine deterministische akzeptierende TM M ist kiirzbar, wenn sie einen Zustand Z enthélt,
sodass fiir jede Eingabe z gilt: Der Berechnungsweg von M (z) besucht Z nicht.

Zeigen Sie, dass das folgende Problem co-semi-entscheidbar ist:

KURZBARETM
Gegeben: Deterministische akzeptierende TM B mit Eingabealphabet 3.
Gefragt: Ist B kiirzbar?

Aufgabe 7: NP-Vollstandigkeit (16 Punkte)

Eine Juwelierin erhélt eine Menge von Perlen, die allesamt zu einer Perlenkette aufgefadelt wer-
den sollen, sodass diese moglichst attraktiv angeordnet sind. Eine Perlenkette K = (ko, ..., kp—1)
ist eine zyklische Anordnung von mindestens 3 Perlen. Fiir 0 < ¢ < n bezeichnen wir ;1 mod n
als die Nachfolgerperle von k;.

Die Juwelierin ist im Besitz einer Attraktivititsmatriz, welche fir zwei Perlen p # ¢ einen
Attraktivitatswert a(p, q) € N angibt, der erreicht wird, wenn ¢ die Nachfolgeperle von p ist. Die
Attraktivitat einer Kette K = (ko, ..., k,_1) berechnet sich als a(K) = Z?:_ol a(ki, ki1 modn)-

PERLENKETTE

Gegeben: Menge P von n > 3 Perlen, Attraktivitdtsmatrix a: P x P — N,
natiirliche Zahl A € N.

Gefragt: Lassen sich alle Perlen aus P so als Kette K anordnen, dass o(K) > A?

(a) Eingabegrofe (4 Punkte)
Geben Sie die Eingabegrofe einer PERLENKETTE-Instanz in ©-Notation (gekiirzt!) an.
(b) Reduktion (12 Punkte)

Zeigen Sie, dass PERLENKETTE NP-schwer ist.

Das in Threr Reduktion verwendete Ausgangsproblem X muss aus der Vorlesung stammen.
Geben Sie die Definition von X nach dem bekannten Schema (Gegeben/Gefragt) an.
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Aufgabe 8: Komplexitit (10 Punkte)

(a)

(b)

Co-NP (6 Punkte)

Sei k € N fest gewdhlt. Eine aussagenlogische Formel F' heifst k-quasi-wahr, wenn es
maximal k£ nicht-erfiillende Variablenbelegungen gibt.

Zeigen Sie, dass das folgende Problem k-QUASI-WAHR in Co-NP liegt.

k-QUASI-WAHR
Gegeben: Eine aussagenlogische Formel F'.

Gefragt: Ist F' k-quasi-wahr?

FPT (4 Punkte)

Sei X ein Entscheidungsproblem und n die Kodierungsléange der Eingabe. Wir betrachten
verschiedene Kenngrofen k;, i € {1,2, 3,4}, der Eingabe (z.B. hochster Zahlwert, maxima-
ler Knotengrad, ...) mit k; > 1. Sei A ein Algorithmus fiir X mit Laufzeit O(n** -ky™ +ky).

Geben Sie die kleinstmégliche Menge I C {1,2,3,4} an, sodass gilt: Bei konstanten
Werten fiir k;, ¢ € I, ist das Problem & in FPT in Bezug auf den Parameter K = Il;¢/k;.

Aufgabe 9: Randomisierte Algorithmen (12 Punkte)

(a)

(b)

Komplexititsklassen (6 Punkte)
Sei X ein Entscheidungsproblem. Seien A und B zwei randomisierte Polynomialzeitalgo-
rithmen fiir X', sodass fiir jede Eingabeinstanz Z gilt:
e Algorithmus A entscheidet JA-Instanzen immer korrekt und NEIN-Instanzen mit
Wabhrscheinlichkeit > 1/poly(|Z]) korrekt;
e Algorithmus B entscheidet NEIN-Instanzen immer korrekt und JA-Instanzen mit

Wahrscheinlichkeit > 99% korrekt.

Geben Sie an (ohne Beweis), in welchen der folgenden Komplexitatsklassen das Problem X

nach derzeitigem Stand der Forschung liegt: BPP, Co-RP, NL, P, RP, ZPP.

Analyse (6 Punkte)

Sei P ein randomisierter Primzahltest: Bei Eingabe einer Primzahl wird immer korrekt
prim zuriickgegeben; bei Eingabe einer zusammengesetzten Zahl wird mit Wahrschein-
lichkeit g (wobei 0 < ¢ < 1) félschlicherweise prim zuriickgegeben.

Sei k € N konstant gewahlt. Der folgende randomisierte Algorithmus Ry, soll bei Eingabe
einer Menge M C N entscheiden, ob M eine Primzahl enthélt.

wiederhole k-mal:
ahle ein zufalliges z € M
Ri(M): wa g
(M) if P(z) == prim: return JA
return NEIN

Zeigen Sie, welche Fehlerwahrscheinlichkeit Algorithmus Ry (in Abhéngigkeit von ¢, k
und |M|) auf NEIN-Instanzen hat.
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