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Aufgabe 1: Informationstheorie (10 Punkte)
(a) Erwartete Codewortlinge (4 Punkte)
B"etra.chten Sie die nebenstehende Tabelle o a|blcld|el| f]|g
fir die Quelle (%, p).
Do S| 3|4 L] 4] 2 L
Ist der gegebene Code C iiber dem Alpha- 18 | 18 | 18 | 18 | 18 | 18 | 18

bet {0,1,2} ein Prifixcode minimaler er-  C(o) || 00| 01 | 20 | 22 | 21 | 10 | 11
warteter Codewortlange? Begriinden Sie.
(b) Erwarteter Informationsgewinn (6 Punkte)

Sei p: X* — {d, e, f, g}* eine Filterfunktion, welche die Zeichen a, b und ¢ durch ¢ ersetzt
und die {ibrigen Zeichen unverdndert lasst. Sei m eine Nachricht, deren Zeichen jeweils
unabhéngig aus der oben angegebenen Quelle (X, p) stammen.

Bestimmen Sie den erwarteten Informationsgewinn der Nachricht ¢(m) in Abhangigkeit
von k = |¢(m)|. Vereinfachen Sie Ihr Ergebnis, bis es keine log-Terme mehr enthélt.

Aufgabe 2: Umwandlung DEA — RegEx (8 Punkte)
a
start —><C—@
Gegeben sei der rechts abgebildete DEA. Wandeln Sie
ihn — geméfs dem Vorgehen aus der Vorlesung! — in einen b.c d b

reguldren Ausdruck um.
c

Aufgabe 3: Pumping Lemma (10 Punkte)

(a) Wortmindestlidnge (2 Punkte)

Betrachten Sie die reguldre Sprache A = £(b+a*). Geben Sie die minimale Wortmindest-
lange n(A) an, sodass eine Zerlegung geméf dem Pumping Lemma existiert.

(b) Anwendung (8 Punkte)

Zeigen Sie mithilfe des Pumping Lemmas, dass
L= {a'Va"|imod3=1,(j +k)mod3=0,i+k<j}

nicht regular ist.

ETHIK, HT SoSe 2021 Blatt 1 von 4



Uni Osnabriick | Theoretische Informatik | Prof. Dr. M. Chimani

Aufgabe 4: Rechnende Turingmaschine (10 Punkte)

Sie kennen die Binédrkodierung B(«) einer natiirlichen Zahl a.. Analog sei Q(«) die Quaterndr-
kodierung von «, d.h. ihre Kodierung zur Basis 4 mithilfe der Symbole {0, 1,2, 3}.

Erstellen Sie eine deterministische TM mit Bandalphabet I' = {0,1, 2,3, $, 0}, die bei Eingabe
B(«) die folgende Funktion berechnet und in Quaternirkodierung ausgibt:

undef, sonst.

£ {a—f—l, wenn « mod 4 # 3;
a) =

Beispiel: Fiir die Dezimalzahl 19 ist Q(19) = 103, denn 19 =1-4% +0-4' + 3 - 4°.

Hinweis: Beachten Sie, dass die Fallunterscheidung die Addition fiir Sie vereinfacht.

Aufgabe 5: Turing-Vollstindigkeit (12 Punkte)

Eine 2-vorlaufende Turingmaschine ist eine rechnende Turingmaschine mit folgenden Modifi-
kationen:

e Anstelle des Schreib-Lese-Kopfes gibt es einen Schreibkopf und einen Lesekopf.
Der Schreibkopf steht 2 Zellen weiter rechts als der Lesekopf.

Die Angabe der Bewegungsrichtung bei einem Ubergang gilt fiir beide Kopfe gleichzeitig.

Der Schreibkopf muss nicht bei jedem Ubergang etwas schreiben; in diesem Fall wird
anstelle des zu schreibenden Symbols am Ubergang ¢ notiert.

Zu Beginn bzw. Ende der Ausfithrung steht der Lesekopf auf dem ersten Symbol der
Eingabe bzw. Ausgabe.

(a) Beweis (8 Punkte)

Zeigen Sie, dass 2-vorlaufende Turingmaschinen mindestens genauso méichtig sind wie
rechnende Turingmaschinen.

(b) Halteproblem (4 Punkte)
Ist das folgende Problem entscheidbar? Begriinden Sie.

2-VORHALT
Gegeben: Eine 2-vorlaufende TM M mit Bandalphabet I' := {[J,0, 1, 2}.
Gefragt: Hélt M bei Eingabe 27
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Aufgabe 6: Berechenbarkeit und Entscheidbarkeit (14 Punkte)

(a) Berechenbarkeit (6 Punkte)
Begriinden Sie fiir die folgende Funktion (mit Eingabe 2 € N), ob sie berechenbar ist:

undef, falls x die Kodierung W(M) einer TM M ist, die bei Eingabe x

f(z) = nicht terminiert oder eine Ausgabe der Lénge 5 hat;
1, sonst.
(b) Semi-Entscheidbarkeit (8 Punkte)
BROTZEIT

Gegeben: Rechnende Turingmaschine M.

Gefragt: Gibt es ein w € ¥*, sodass M bei Eingabe w mindestens dreimal
nacheinander dieselbe Zelle des Speicherbandes liest?

Ist BROTZEIT semi-entscheidbar? Begriinden Sie (ggf. gentigt Pseudocode).

Aufgabe 7: Komplexitét (14 Punkte)
(a) Pseudopolynomieller Algorithmus (8 Punkte)
PRIMZAHLMENGE

Gegeben: Endliche Menge natiirlicher Zahlen M C N.
Gefragt: Sind alle Zahlen in M prim?

Geben Sie einen deterministischen Algorithmus an, der PRIMZAHLMENGE in pseudo-
polynomieller Zeit entscheidet, ohne einen Primzahltest als Blackbox zu verwenden.
Begriinden Sie.

Hinweis: Nehmen Sie an, dass Sie fiir zwei natiirliche Zahlen o <  in Zeit O(logf)
entscheiden kénnen, ob 5 von « geteilt wird.

(b) Fixed-Parameter Tractability (6 Punkte)

Sei X ein Entscheidungsproblem, dessen Eingabe aus einem Graphen (ohne Mehrfach-
kanten) besteht. Zeigen Sie:

X ist entscheidbar <= X € FPT in Bezug auf die Knotenanzahl des Eingabegraphen.
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Aufgabe 8: NP-Vollstandigkeit (16 Punkte)

Ein Rechteck R = (z,y) ist gegeben durch seine beiden Kantenldngen x,y € N. Ein Rechteck
heifst nicht-trivial, wenn beide Kanten mindestens Lange 2 haben. Der Flacheninhalt eines
Rechtecks R = (z,y) berechnet sich als z - y.

SIEBTELFLACHE
Gegeben: Ein nicht-triviales Rechteck Z = (z,y); Menge R = {Ry, ..., R} von nicht-
trivialen Rechtecken mit R; = (;,v;).

Gefragt: Gibt es eine Auswahl A C R von nicht-trivialen Rechtecken, sodass diese
iiberlappungsfrei zu einem Rechteck angeordnet werden konnen, dessen
Fliacheninhalt genau ein Siebtel des Fliacheninhalts von Z ist?

(a) Reduktion (12 Punkte)
Zeigen Sie, dass SIEBTELFLACHE NP-schwer ist.
Das in Threr Reduktion verwendete Ausgangsproblem X muss aus der Vorlesung stammen.
Geben Sie die Definition von & nach dem bekannten Schema (Gegeben/Gefragt) an.
(b) Komplexitit (4 Punkte)

Tatséchlich ist SIEBTELFLACHE auch NP-vollstdndig. Angenommen es existiert ein deter-
ministischer Algorithmus A, der SIEBTELFLACHE in Polynomialzeit korrekt entscheidet.
Gilt dann P = NP ? Begriinden Sie.

Aufgabe 9: Randomisierte Algorithmen (10 Punkte)

In einer miindlichen Onlinepriifung (ohne Videoiibertragung) sind fiir jede Priifungsfrage exakt
fiinf Minuten fiir das Stellen der Frage und das Geben der Antwort vorgesehen. Fiir die zu
priifende Person gilt, dass sie (falls die Audioverbindung funktioniert) auf jede Frage mit einer
unabhéngigen Wahrscheinlichkeit p > 3/4 eine Antwort gibt (egal ob richtig oder falsch).

Es kann jedoch sein, dass die Audioverbindung nicht korrekt funktioniert — dann wird fiir keine
der Priifungsfragen eine Antwort iibertragen und die Priifung ist zu annullieren. Der Zustand
der Audioverbindung steht vor Beginn der Priifung fest und éndert sich dann nicht mehr.

(a) Algorithmus (4 Punkte)

Stellen Sie sich vor, dass Sie als Beisitzende*r eine einzelne Priifung protokollieren miissen.
Geben Sie einen Co-RP-Algorithmus fiir die Frage ,Ist die Priifung zu annullieren? an.

(b) Analyse (6 Punkte)

Sei k die Anzahl der Priifungsfragen. Zeigen Sie, welche Fehlerwahrscheinlichkeiten Thr
Algorithmus (in Abhéngigkeit von k) auf JA- und welche er auf NEIN-Instanzen hat.
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